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De ce folosim j, nu i?

In matematica si in fizica, unitatea imaginara se noteaza de obicei cu i. In ingineria electrica se
foloseste frecvent j, pentru a nu o confunda cu i(t), notatia pentru intensitatea curentului electric
[1]. Este aceeasi unitate imaginara, nu un alt numar. In intregul document vom scrie

i =1, z=a+]jb, a,beR.

Scrierea informald j = /—1 trebuie inteleas# cu aceasts conventie: ecuatia 22 = —1 are dous solutii,
j si —j, iar j se reprezintd pe semiaxa imaginara pozitiva. Litera i dintr-un eventual i(¢) va insemna
curent electric, nu unitatea imaginara.

Punctul de plecare este simplu: un numar complex pastreaza doua coordonate reale, dar permite si
o Inmultire care descrie rotatii. Formula lui Euler va lega aceasta geometrie de exponentiale, de
sinus si de cosinus. Vom distinge explicit intre definirea exponentialei complexe si demonstrarea
proprietatilor sale. Toate unghiurile sunt in radiani, cu exceptia echivalentelor in grade indicate
explicit.

Nota:Acest document a fost generat de catre ChatGPT pornind de la notitele fizice personale
scanate ale autorului si de la mai multe cursuri universitare din perioada 2006-2011.
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1 De ce apare o axa imaginara?

1.1 Inmultirea cu j: jumitate dintr-o intoarcere

Pe axa reald, Inmultirea cu —1 trimite @ in —a: inverseaza semnul. Privita in plan, aceeasi operatie
este o rotatie de 7 radiani (180°) in jurul originii. Putem intreba: exista o operatie care, aplicata
de doud ori, face aceasta intoarcere?

O rotatie de /2 (90°) are exact aceasta proprietate. Vom vedea ca ea este Inmultirea cu j:
a =L ja Eal AN —a, j(ja) =j%a = —a.

Pentru a > 0, punctul intermediar nu se afla pe axa reald, ci pe o axa perpendiculara pe aceasta.
Astfel putem intui aparitia axei imaginare.

Im
ja
Xj Xj
/2 /2
—a 0 a Re

Figura 1: Doua rotatii de un sfert de tura dau o jumatate de tura. ,Jumatate” se refera la unghiul rotatiei,
nu la media aritmetica a punctelor.

Nu afirmam ca j este la jumatatea segmentului dintre 1 si —1. Mijlocul acelui segment
este 0. Afirmatia priveste compunerea operatiilor: inmultirea de doua ori cu j este inmultirea cu
—1. Si —j are patratul —1; inmultirea cu —j produce un sfert de tura in sens orar. Conventional,
Inmultirea cu j este rotatia in sens trigonometric, adica in sens opus acelor de ceasornic.

Aceasta este o motivatie geometricd, nu o demonstratie cd o noud multime de numere exista.
Constructia cu perechi de numere reale de mai jos ofera o definitie exacta.

1.2 1In ce sens este C un fel de R2?

Putem construi multimea C din perechi (a,b) € R?. Definim adunarea si inmultirea prin

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d),
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). (1.1)

Identificam 1 cu (1,0) si j cu (0,1). Atunci
0,1)(0,1) = (=1,0),  (a,b) = a(1,0) + b(0,1) = a+ b

Asadar, relatia j> = —1 rezultd din regula de inmultire; nu contrazice regulile numerelor reale.

Ca multime de puncte, ca spatiu vectorial real si ca plan euclidian, C se identifica
exact cu R%. Adunarea, inmultirea cu un scalar real si distanta sunt cele obisnuite din plan.
Diferenta este structura suplimentara: alegem inmultirea (1.1), care transforma planul intr-un corp
de numere [2].
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Aceasta Inmultire nu este produsul pe componente (a,b)(c,d) = (ac,bd) si nici produsul scalar
ac+ bd. De exemplu, produsul pe componente ar da (0,1)2 = (0,1), nu (—1,0). In C, fiecare numar
nenul are invers; 1l vom calcula explicit.

Peste R, baza {1,j} aratd ca dimensiunea lui C este 2. Peste C, baza {1} arata ca dimensiunea sa

este 1. Nu este o contradictie: dimensiunea depinde de scalarii permisi.

Pe cercul unitate: un vector, doui proiectii. Fie vectorii bazei canonice din R?,

() ()

Identificarea de mai sus Inseamné exact

. . a
1<+— e, j+— eq, G+Jb<—>a€1+b€2:<b>.
Daca numarul complex se afld pe cercul unitate si face un unghi x cu semiaxa reala pozitiva,
coordonatele sale sunt cosz si sinz. Aici x reprezintd unghiul, masurat in radiani, nu abscisa
punctului. Prin urmare,

z(x) =cosx +jsinx <+— v(z)= (cosz)e; + (sinx)ey = <§?§§> : (1.2)

Lungimea vectorului este constanti, deoarece ||v()||3 = cos?z + sin? x = 1. Cand creste x, varful
vectorului parcurge cercul in sens trigonometric:

x ‘0 /2 w 37/2

o) L -1
v(r) |ler e —er —e

Cosinusul si sinusul sunt cele doua proiectii ale aceluiasi vector unitar, nu doua
obiecte geometrice independente. Nu am folosit inca exponentiala complexa: aceasta este
parametrizarea trigonometrica obisnuita a cercului. Dupa demonstrarea formulei lui Euler vom
putea scrie acelasi numir ca z(z) = . Pentru un semnal, alegerea = wt + ¢ va transforma
unghiul in faza dependenta de timp.

1.3 Aceeasi idee, scrisa cu matrice reale

Inmultirea lui = + jy cu z = a + jb se scrie
z(z +jy) = (ax — by) + j(bz + ay).

Pe coordonate, aceasta este transformarea

In particular,
L N (0 -1 r\ _ (Y 2 _
T () T T ) N
Acesta este calculul exact care justifica rotatia cu 7/2. Prin inmultire directa a matricelor se verifica
M(z+w) = M(z) + M(w), M (zw) = M (2)M (w).

Deci numerele complexe pot fi reprezentate prin matrice reale 2 x 2 de o forma speciala. Nu orice
matrice reald 2 x 2 are aceasta forma: un numéar complex are doar doi parametri reali, nu patru.
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2 Forma algebrica si operatiile elementare

2.1 Definitie si notatii

Notam cu R multimea numerelor reale si cu C multimea numerelor complexe. Un numar complex

are forma
z=a+jb, a,beR, 2 =—1. (2.1)

Aceasta se numeste forma algebricd a lui z. Numerele reale
Rez =a, Imz=1b

sunt partea reald, respectiv partea imaginarda. Partea imaginara este numarul real b, nu termenul jb.
Identificam fiecare numar real a cu numarul complex a + jO; astfel, R C C.

Doua numere complexe sunt egale exact atunci cand au aceleasi parti reale si aceleasi parti imaginare:

a+jb=c+jd << a=csib=d.

2.2 Adunarea, scaderea si inmultirea

Pentru z = a + jb si w = ¢ + jd, avem

z+w=(a+c)+jlb+d), (2.2)
z—w=(a—c)+jlb-—d), .
zw = (ac — bd) + j(ad + be). (2.4)
Formula produsului se obtine prin desfacerea parantezelor si folosirea relatiei j2 = —1:

(a+jb)(c + jd) = ac + jad + jbe + j*bd = (ac — bd) + j(ad + be).

Adunarea si inmultirea sunt comutative si asociative, iar inmultirea este distributiva fata de adunare.
Elementele neutre sunt 0 si, respectiv, 1.

Exemplu 2.1. Daca z =1+ 2j si w =3 — j, atunci
z4+w=4+4j, 2w = (14+2j)(3—j) =5+5j.

Puterile lui j se repeta cu perioada 4:

3 Conjugarea, modulul si impartirea

3.1 Conjugatul unui numar complex
Definitie 3.1. Conjugatul lui z = a + jb este numarul
Z=a—jb.

Se foloseste si notatia z* := Z. Pentru un scalar, cele doua notatii Inseamna exact acelasi lucru. In
cazul matricelor, simbolul * poate desemna conjugata transpusa, deci trebuie verificata conventia.
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Prin urmare,

z+Z = 2a, z —Z = 2jb, Rezzz—gz, Imz—zz_jz (3.1)
In particular, Z = z, iar z € R daci si numai daci z = z.
Propozitie 3.2. Pentru orice z,w € C,

Z+w=7%2+w, ZW = ZW.
Demonstratie. Scriem z = a + jb si w = ¢+ jd. Atunci
z+w=(a+c)—jlb+d) = (a—jb)+ (c—]jd).
De asemenea,
zw = (ac — bd) — j(ad 4+ bec) = (a — jb)(c — jd) = Zw. O

3.2 Modulul

Definitie 3.3. Modulul numarului z = a + jb este numarul real nenegativ
|z| = Va? + b2 (3.2)

In planul complex, |z| reprezinta distanta de la origine la punctul (a,b). Se mai numeste magnitudine;
este aceeasi norma euclidians ca in R2. Nu trebuie confundat modulul |z| cu patratul siu |z|?,
care va aparea, de exemplu, in calcule de energie si de probabilitate. Din definitie si din regula de
Inmultire rezulta
2Z= 22" =22 = (a+jb)(a — jb) = a® + b* = |2 (3.3)
Mai avem
2] =0 <= 2=0, IZ| = |2, |Re z| < |z|, | Im z| < |z|.

3.3 Inversul si impartirea

Dacd w # 0, atunci |w|? > 0, iar
w
NG

Asadar, orice numar complex nenul are inversul
-1 w
Pentru z = a 4 jb si w = ¢+ jd # 0, obtinem

z 2w (a+jb)(c—jd)
w o w2 2+ d?
_ac+bd bec — ad

“Ere Ere

Impartirea la zero nu este definita.

Conjugarea este compatibila si cu impartirea:
Z z
() — 2 w#o. (3.6)
w w

Intr-adevir, conjugand egalitatea w(z/w) = z, rezulta w (z/w) = %, de unde formula.

Exemplu 3.4.
1+2)  (1+2)(3+))  1+7j 17

3] 10 0 10 10"
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4 Polinoame si necesitatea numerelor complexe

4.1 Un exemplu introductiv
Ecuatia 22 + 1 = 0 nu are solutii in R, dar are solutiile j si —j in C. Un alt exemplu este polinomul
p(z) = 23 +22% + 22 + 1.
Observam ca p(—1) = 0 si factorizam:
p(z) = (z+ 1) (2% + 2+ 1).
Celelalte radacini satisfac
>3
Ptz +1=0 = (z+) =-—.

Prin urmare, toate cele trei radacini sunt

(4.1)

S
NS

a=-l,  m=-s+ig,  m=-

4.2 Teorema fundamentala a algebrei
Teorema 4.1 (Teorema fundamentald a algebrei). Fie

p(z) =ap+arz+ -+ apz", ar,€C, n>1, a,#0.
Ezxista v1,...,v, € C astfel incat

p(z) = ap ﬁ (z — k). (4.2)
k=1

Radacinile pot fi repetate. Asadar, un polinom de grad n are exact n raddcini complexe, numdrate
cu multiplicitate.

Acest rezultat este enuntat aici fara demonstratie. Conditia a, # 0 este necesara pentru ca gradul
polinomului sa fie n.

4.3 Polinoame cu coeficienti reali

Propozitie 4.2. Daca p are coeficienti reali siy € C este o radacing a sa, atunci si7 este radacing,
cu aceeasi multiplicitate.

Demonstratie. Deoarece ay = ay, proprietatile conjugarii dau
n n
p(z) =Y az" =3 a;zk = p(2).
k=0 k=0

Daca p(y) = 0, atunci p(3) =0 = 0.

Pentru multiplicitate, scriem p(z) = (z — v)™g(z), unde q(v) # 0. Daca g(z) = > ¢;2*, notam
4(z) = 31 2. Conjugand identitatea de mai sus evaluata in Z, obtinem

p(2) = (z=3)"q(2), 4 =q(y) #0.

Rezulta ca multiplicitatea lui 7y este tot m. O
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O pereche de rdadacini nereale conjugate, v = u + jv si ¥ = u — jv, cu v # 0, produce un factor de
gradul doi cu coeficienti reali:

(z=NE=7)=2"=(y+7)z+77
=22 — 2uz + (u? +v?). (4.3)

Discriminantul acestui factor este —4v? < 0; el nu se mai descompune in factori liniari cu coeficienti
reali.

In consecinta, orice polinom cu coeficienti reali, de grad n > 1, admite o factorizare de forma

p(z) = an H (z — ag) H (22 +bjz + cr), r+2s=n, (4.4)
k=1 k=1

unde ay, b, ¢, € R si b% — 4¢p < 0. Numerele r, s pot fi zero; un produs fara factori este egal cu 1.
Radacinile si factorii sunt numarati cu multiplicitate.

5 Planul complex si forma polara

5.1 Interpretarea geometrica

Numarul z = x + jy se reprezinta prin punctul (z,y) din plan. Axa orizontala este axa reala, iar
axa verticala este axa imaginara. Conjugarea reflectd punctul fata de axa reald, iar adunarea
corespunde adunarii vectorilor din plan.

Daca z # 0, notdm r = |z| = /22 4+ y? > 0. Un unghi 6 € R este un argument al lui z daci
x =rcosb, y =rsinf. (5.1)

Obtinem forma polard, numita si forma trigonometrica:

’z = r(cosf + jsin ). ‘ (5.2)
Im
z=x+]jy
et ‘
e
o
0 T Re

Numarul 0 are modulul 0, dar nu are argument definit: originea nu determina o directie.

5.2 Argumentul si argumentul principal

Argumentul nu este unic. Daca 6 este un argument al lui z # 0, atunci toate argumentele sale sunt
0 + 2km, keZ.

Aceasta neunicitate provine din periodicitatea sinusului si cosinusului:

cos(0 + 2km) = cos 0, sin( + 2kw) = sin 6.
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In aceste note alegem conventia

Arg z € [0, 2m). (5.3)

Numarul Argz este argumentul principal, adicad unicul argument din acest interval. Multimea
tuturor argumentelor poate fi notata

argz = {Argz + 2km : k € Z}.

Intervalul este semiinchis: 0 si 27 descriu aceeasi directie si nu pot fi amandoua valori principale.
O alta conventie frecventa este (—m, 7r|; formulele trebuie interpretate in acord cu conventia aleasa.

5.3 De ce formula cu arctangenta necesita atentie

Pentru x # 0, relatia tan = y/x nu determina singura cadranul. Functia arctan are valori in
(=m/2,7/2), in timp ce un numar complex poate avea orice directie in plan. In conventia (5.3),
formula completa este

arctan(y/x), x>0, y>0,
arctan(y/x) + 27, x>0, y <0,
Arg(z + jy) = { arctan(y/x) +m, <0, (5.4)
/2, =0, y>0,
37/2, =0, y<O0.

Cazul x = y = 0 este exclus.

y = arctant

Exemplu 5.1. Pentru z = —1 + j, avem |z| = v/2 si arctan(y/x) = arctan(—1) = —7/4. Acest
unghi indica fnsa cadranul al patrulea, In timp ce z este in cadranul al doilea. Corect este

3 3 3
Arg(—l—i—j):—%—i—w:%, —l—i—j:\/i(cosj—i—jsin;r).

Periodicitatea priveste unghiurile din sinus si cosinus, nu functia arctan. In general, arctan(t-+2km) #
arctant.

6 Modulul si argumentul in operatiile algebrice

6.1 Modulul produsului si al catului

Propozitie 6.1. Pentru orice z,w € C,

2] = || [w]. (6.1)
Daca w # 0, atunci

2| _ 14

—| = —. 6.2




C. Rusu — Recapitulare numere complexe Procesarea Semnalelor

Demonstratie. Din proprietatile conjugarii si din (3.3),

|z2w|? = (2w0)Z0 = 2Zww = |2)?*|w|?.

Luénd radacinile patrate nenegative obtinem prima formula. Pentru a doua, aplicim prima formula
egalitatii z = (z/w)w:

z
|2 = | = | |wl,
w

iar |w| > 0 permite Impartirea. O

6.2 Argumentul produsului, al catului si al conjugatului
Fie z,w # 0 si scriem

z =r(cosf + jsinb), w = s(cosp + jsinp).
Folosind formulele trigonometrice pentru suma unghiurilor,

zw = rs[cosf cos p — sin f sin ¢ + j(sin @ cos ¢ + cos G sin ¢)]

= rs(cos(f + ¢) + jsin(d + ¢)). (6.3)
Analog, deoarece w—! = s7!(cosp — jsingp),
z T .
o= g(cos(e — ) +jsin(d — ¢)). (6.4)

La inmultire, modulele se inmultesc, iar argumentele se aduna. La impartire, modulele
se Tmpart, iar argumentele se scad. Pentru argumentele principale, relatiile corecte sunt
congruente:

Arg(zw) = Argz + Argw  (mod 27), (6.5)
Arg(z/w) = Argz — Argw  (mod 2). (6.6)

Notatia o =  (mod 27) Inseamna ca o — = 2kw pentru un intreg k. Suma sau diferenta se
reduce apoi in intervalul [0, 27).

Pentru conjugat,
z = r(cosf — jsin @) = r(cos(—0) + jsin(—0)),

deci
1Z| = |2|, Arg(z) = —Argz (mod 2m). (6.7)

In conventia noastra, Arg(z) = 0 dacd Argz = 0, iar in caz contrar Arg(z) = 27 — Arg 2.

Exemplu 6.2. Avem Arg(—1) = m, dar Arg((—1)(—1)) = Arg(1) = 0. Prin urmare, egalitatea
obisnuita Arg(zw) = Argz + Argw nu este intotdeauna adevarata: in acest exemplu suma este 27,
care se reduce la 0.

6.3 Inegalitatea triunghiului

Propozitie 6.3 (Inegalitatea triunghiului). Pentru orice z,w € C,

[z +w| < |2] + wl. | (6.8)
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Demonstratie. Dezvoltam patratul modulului:

|z +w|* = (2 +w)(Z + W)
= |2? + |w|?® + 2@ + Fw

= |2|* + |w|* + 2Re(2).

Pentru orice u € C, Rew < |u|. Astfel,

Re(zw) < |zw| = |z] |w],
iar
|2+ w < |2 + [w]? + 2/2] [w] = (|2] + Jw])*.
Ambele membre ale inegalitatii dorite sunt nenegative, deci putem lua radacina patrata. ]

Geometric, lungimea sumei a doi vectori nu depaseste suma lungimilor lor. Egalitatea se obtine
cand unul dintre numere este zero sau cand cele doua numere nenule au aceeasi directie: z = tw
pentru un ¢ > 0. Intr-adevar, egalitatea in demonstratie cere ca 2w sa fie real nenegativ.

Ca o consecinta, avem si inegalitatea triunghiuvlui inversa:
|l2] = [wl]] < |z —wl. (6.9)
Din z = (z — w) + w rezulta |z| — |w| < |z — w|; inversand rolurile lui z si w obtinem cealalta

inegalitate necesara.

7 Cercul unitate, formula lui Moivre si radacinile unitatii

7.1 Cercul unitate

Definitie 7.1. Cercul unitate este multimea

S'={2cC:|z| =1} = {cosh +jsinf : § € R}.

Daca z € S', atunci

-1 z - 1
2= =ZzZ€fS". 7.1
P T
Daci z,w € S', atunci |zw| = |z||w| = 1, deci zw € S*. In consecinti, S! este un grup fatid de

inmultire. Geometric, iInmultirea cu un numar de modul 1 este o rotatie in jurul originii, cu unghiul
dat de un argument al acelui numar.

7.2 Formula lui Moivre

Teorema 7.2 (Formula lui Moivre). Pentru orice § € R si orice n € 7Z,

‘ (cos@ + jsin0)" = cos(nh) + jsin(nb). ‘ (7.2)

Demonstratie. Pentru n = 0, ambele membre sunt 1. Pentru n = 1, identitatea este imediata.
Presupunénd ca formula este adevarata pentru un intreg n > 1, Inmultim cu cos #+jsin 6 si aplicam

(6.3):

(cosf + jsin )" = (cos(nd) + jsin(nd))(cosf + jsin §)
= cos((n+ 1)) + jsin((n + 1)0).

10
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Prin inductie, formula este adevarata pentru orice n > 0.
Daca n = —m < 0, folosim faptul ca inversul unui numar de pe cercul unitate este conjugatul sau:
(cos@ +jsinf)™™ = (cosf — jsinf)™
= (cos(—0) + jsin(—6))™
= cos(—m@) + jsin(—mb).

Aceasta este formula dorita pentru n = —m. O

Pentru un numar complex nenul z = r(cos @ + jsin 6) rezulta, mai general,

2" = r"(cos(nb) + jsin(nh)), n € Z. (7.3)
In particular, |2"| = |z|", iar Arg(z") = n Argz (mod 27). Puterile cu exponent negativ necesita
z # 0.
Exemplu 7.3. Deoarece 14 j = v/2(cos(w/4) + jsin(n/4)),

(1+7)® = (v2)8(cos(2m) + jsin(27)) = 16.

7.3 Radacinile de ordin n ale unitatii
Definitie 7.4. Fie n € N, n > 1. Un numar z € C se numeste radacina de ordin n a unitatii daca
2" =1
Propozitie 7.5. Ecuatia z" =1 are exact n solutii distincte:
2km 2km
2k = coS — + jsin —, k=0,1,...,n—1. (7.4)
n n

Demonstratie. Daca 2" = 1, atunci z # 0 si |2|" = |[2"| = 1. Cum |z| > 0, rezulta |z| = 1. Scriem
z = cos 6 + jsin 0 si aplicam formula lui Moivre:
2"=1 <= cos(nf)=1sisin(nfd) =0 <<= nl=2%kn
pentru un k € Z. Prin urmare, § = 2k /n. Reciproc, fiecare numar din (7.4) are puterea n egala
cu 1.
Daca zp = zy, unghiurile difera printr-un multiplu intreg de 27:
20k —O)m

n

€e2nl <= k—{enlZ.

Pentru 0 < k,¢ < n — 1, acest lucru impune k = £. Orice alt intreg k da una dintre aceleasi valori,
prin reducerea sa modulo n. Asadar, solutiile enumerate sunt distincte si complete. O

Geometric, pentru n > 3, aceste radacini sunt varfurile unui poligon regulat cu n laturi Inscris in
cercul unitate, unul dintre varfuri fiind 1. De exemplu,

n | radacinile de ordin n ale unitatii
211, -1

1 3 1 3

31, Ll Lo gvs

2 2 2 2

4 17 ja _17 _.]

Observatie. Terminologia ,,de ordin n” se refera aici la ecuatia 2" = 1; nu inseamna ca n este cel
mai mic exponent pozitiv cu aceasta proprietate. De exemplu, 1 este o radacina a unitatii pentru
orice n.

11
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8 Exponentiala complexa si demonstratia completa a formulei lui
Euler

Vom defini exponentiala pe C printr-o serie absolut convergenta si vom demonstra legea exponentiala
fara a folosi formula lui Euler. Apoi vom obtine seriile sinusului si cosinusului din formula Taylor cu
rest si vom identifica partile reala si imaginara. Folosim rezultate de analiza reala despre derivate
si formula Taylor, dar nu presupunem identitatea pe care urmeaza sa o demonstram.

8.1 Un fapt preliminar despre factorial

Lema 8.1. Pentru orice numar real t > 0,

Aici Ol = 1, dar termenul cu m = 0 al seriei este 1.

Demonstratie. Pentru t = 0, afirmatiile sunt imediate. Pentru ¢ > 0, notam a,, = t""/m! si

observam ca
Am+1 t

am, m-+1

Alegem un intreg M suficient de mare incat ¢/(M + 1) < 1/2. Atunci ay+1 < a,/2 pentru orice
m > M, deci
ap+k §CLM2_k, k> 0.

Rezulta atat a,, — 0, cat si convergenta seriei, deoarece coada sa este majorata de seria geometrica
00 —k
apnr Zk:[) 2 . OJ

8.2 Definirea exponentialei complexe

Definitie 8.2 (Exponentiala complexd). Pentru orice z € C, definim
o0 Lm Z2 23
z._ [ 24z oL
e ._Zom!_1+z+2!+3!+ : (8.1)
m=

Seria este absolut convergentéa, deoarece

00
>
m=0

x
zm
m!|

2™

T < 0
= m!
prin Lema 8.1. In particular, definitia are sens si pentru z = jx.

Compatibilitatea cu exponentiala reala. Pentru z € R, formula Taylor aplicata exponentialei
reale in jurul lui 0 da

N - pm ] |x!N+1
exp(zr) = Zom + Ry(z), |Rn(z)| < e N

In aceasti estimare, e/?! este exponentiala real obisnuiti; majorarea rezulti deoarece toate derivatele
lui exp sunt exp, iar punctul intermediar din restul Taylor se afla intre 0 si . Lema 8.1 arata ca
Ry (xz) — 0. Asadar, definitia (8.1) coincide pe R cu exponentiala reala: este o extensie a acesteia,
nu o functie diferita pe axa reala.

12
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8.3 Legea exponentiala pentru argumente complexe
Propozitie 8.3. Pentru orice z,w € C,

“ T = eFe®, (8.2)
Demonstratie. Seriile care definesc e” si € sunt absolut convergente. Mai mult,

[Plw|? 2P

P DO

| |
mo P p>0 P o0 T

Putem deci inmulti seriile si grupa termenii dupa m = p + q. Formula binomului da

oo m k, m—k
cw _ 2w
T 2
— 1 <~ (m\ & ek
= — 2P
mz:om!kz:%)<k>
— (z+w)™ .,
:Zo m! = e =

—z

In particular, e*e™* = e? = 1, deci exponentiala complexi nu se anuleazs.

8.4 Seriile sinusului si cosinusului, cu justificarea restului

Formula Taylor de ordin M 1n jurul lui 0 este

M (k) (M+1)
fa) =3 f k!(O) o JEM - 1()61) pMH

k=0

(8.3)

unde, pentru x # 0, £ se afld intre 0 si z. La x = 0, formula este imediata si restul este zero. Vom
folosi aceasta teorema de analiza reald pentru f = cos si f = sin.

Derivatele cosinusului se repeta ciclic:
cosx, —sinx, —cosz, sinx, cosx,...

Prin urmare,
cos®) (0) = (1), cosk+D(0) = 0.

Cu M =2N +11n (8.3), rezulta
N 2k |x’2N+2

cosw = ,;:;)(_1)]6(2/4:)! + Ren (@), B (@)l < (2N +2)

(8.4)

Majorarea este valabila deoarece fiecare derivata a cosinusului este una dintre functiile £ sin si
=+ cos, toate avand modulul cel mult 1.

In mod analog, derivatele sinusului sunt
sinz, cosr, —sinx, —cosx, sinz,...,

deci
sin®)(0) =0,  sin®*V(0) = (—1)*.

13
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Aplicdnd din nou (8.3) cu M = 2N + 1, obtinem

N
5 .Z'2k+1

sinx = Z(—l) W + R n (), |Rs n(z)] <
k=0 '

|x’2N+2

N 12 (8:5)

Pentru fiecare z € R fixat, Lema 8.1 implica R, n(z) — 0 si Rs n(x) — 0. Astfel, nu avem doar
dezvoltari formale, ci egalitati valabile pentru orice x € R:

o 2k 2 4

B Rt ¥

cosm—];)(—l) or 1-— or —1—1 — e, (8.6)
o0 L 2k+1 23

me=S (- T T 8.7

s kz:%( oy e T (87)

Ambele serii sunt si absolut convergente: sumele modulelor sunt subserii ale seriei convergente
m
ZmZO |z[™ /ml!.

8.5 Formula lui Euler si demonstratia ei

Teorema 8.4 (Formula lui Euler). Pentru orice numar real x,

e = cosx + jsin . (8.8)

Demonstratia Teoremei 8.4. Fixam x € R. Din j?> = —1 rezulta

e O

2N+1 m N /. \2k N . \2k+1
(o)™ o (o) (jo)**
m; ml _k; (2)! +k§](2k+1)!
N A 22k . N N p2k+1
:;)(—1) (zk)!“,;)(_l) 2k 1l

Cand N — oo, membrul stang converge la e/ prin definitia (8.1); este un subsir al sirului convergent
al sumelor partiale. Prima suma din membrul drept converge la cos x, iar a doua la sin z, prin (8.6)
si (8.7). Trecand la limita, obtinem

¥ = cosx + jsin x.

Aceasta trecere la limita este legitima in C: pentru ay — a si by — bin R, avem |(ay + jbn) —
(a+jb)| < lany —a| + |bxy —b] — 0. Cum z a fost arbitrar, formula este demonstrata pentru orice
z e R. O

Observatie. Demonstratia nu se bazeaza pe o rearanjare nejustificata a unei serii. Am separat mai
intdi termenii in sume finite si abia apoi am trecut la limita. Convergenta absoluta ar fi permis si
separarea directa a seriei infinite In termenii pari si impari.

14
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9 Euler: definitie, formula si miscare geometrica

9.1 Doua constructii echivalente

In sectiunea precedenta am ales ordinea logica

O m

e® = E — = e =cosx +jsinx.
m=0 teorema demonstrata
definitie

In aceastd constructie, formula lui Euler exprimi o proprietate a unei functii deja definite. Nu o
definim prin trigonometrie si apoi nu pretindem ca am demonstrat definitia.

Se poate porni si in sens invers. Am putea introduce mai ntai functia
E(z):=cosx +jsinz, z € R,
si apoi defini o functie pe tot planul complex prin
F(a+jb) :=e*E(b) = e*(cosb + jsinb), a,beR,

unde e® este exponentiala reala deja cunoscuta. Aceasta este o constructie legitima, folosita si in
unele cursuri introductive [3]. In acest caz, egalitatea F(jz) = cosz + jsinz este adevarata prin
definitie.

Totusi, faptul ca o numim ,exponentiald” nu ii garanteaza automat proprietatile. Trebuie verificat ca
satisface legea produsului, regula de derivare si ca se potriveste cu exponentiala reald. Demonstratia

prin serii din sectiunea precedentd, impreuna cu legea e*t% = e*e%, arati chiar ci

= +Jb :
a —{—Jb Z pentru orice a,b € R.

m=0

Cele doua constructii dau aceeasi functie pe intregul plan complex. Aceasta este
echivalenta importanta; nu doar faptul ca dau aceeasi valoare in cateva puncte.

9.2 De ce merita sa calculam valoarea in zero din definitie?
Daca pornim de la definitia trigonometrica, verificarea directa este
E(0) =cos0+jsin0=1.
Daca pornim de la seria exponentialei, obtinem, tot direct,
O—=140+4+0+ - =1, ' =el =1.

Nici al doilea calcul nu este gresit: j0 = 0. Ideea pedagogica este sa nu atribuim unei functii
noi proprietatile exponentialei doar pentru ca am ales sa folosim simbolul e. Dupa ce definitiile
sunt puse in acord, ambele calcule sunt valide.

Acordul numai in z = 0 nu ar demonstra echivalenta. De exemplu, cos(2z) + jsin(2z) este tot 1 in
zero, dar descrie o rotatie de doud ori mai rapida. Mai mult, simpla lege a produsului nu fixeaza
viteza rotatiei: si €/C o satisface pentru orice ¢ € R. Conditia de derivare E'(0) = j fixeazi scara
unghiului.
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9.3 Cum folosim egalitatea in ambele sensuri?

Odata demonstrata formula lui Euler, putem trece liber intre scrierea exponentiala si cea trigono-
metrica. De exemplu, calculam acelasi produs in doua feluri:

el = &+ i (cosa + jsina)(cosb + jsinb).

Compararea partilor reale si imaginare produce doua identitati trigonometrice simultan.

Alci exista o precizare logica utila. Dacd am demonstra legea produsului numai folosind formulele
trigonometrice de adunare, apoi am folosi legea produsului pentru a ,,demonstra” aceleasi formule,
am face un cerc. In aceste note, legea exponentiald a fost demonstrati separat, din serii si din
formula binomului. Deducerile din sectiunea urmatoare sunt astfel justificate; in plus, ele arata
cum se pot reconstrui formulele fara a le memora separat.

9.4 Forma exponentiala: modul si unghi

Pentru z # 0, forma polara si formula lui Euler dau

z=rel, r=|z| >0, 60c¢cargz. (9.1)

Rezulta . o . _ .
=1, el =e0  QJOFHT _ 0 (7).

Pentru a,b € R, legea exponentiala ofera si identitatea
eIl = e%(cosb + jsinb), |eatib| = ¢, (9.2)

Partea reala a a exponentului controleaza modulul; partea imaginara b controleaza unghiul. Pentru
z = 0 putem scrie 0 = 0el? pentru orice 6, dar aceasts scriere nu defineste un argument al lui 0.

Daci z = rel? si w = sel? sunt nenule, avem

o — 150l (0F9) AN () (9.3)
) w S )

z=re i, 2=l (9.4)

2" =™ (n e 7). (9.5)

Acestea sunt formulele algebrice si geometrice deja cunoscute, reunite intr-o notatie compacta.

9.5 Identitatea ¢™ + 1 = 0: doua operatii diferite

™ =cosm+jsinT = —1, " +1=0.

Geometric, urmarim doud operatii succesive. Punctul de plecare este 1, deoarece putem face explicit
factorul 1 din 1 - ei™:

Din formula lui Euler,

1 X F, (9.6)

Prima operatie este o rotatie de 7w in jurul originii. Pentru a o vizualiza continuu, variem unghiul
de la 0 la 7 pe traiectoria () = €. A doua operatie este o translatie cu vectorul real 1, adici un
pas de lungime 1 spre dreapta, din —1 pana la origine.
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1
1. Rotatie cu 7 m

xel™

—1
2,: Translatie
s+l

Figura 2: Pornim din 1, parcurgem semicercul superior pana la —1, apoi adaugam 1 si ajungem in 0.
Sageata intrerupta este translatia, nu o continuare a rotatiei.

Inmultirea si adunarea nu trebuie confundate. O rotatie cu centrul in origine nu poate
trimite un punct de pe cercul unitate in origine, deoarece 1i pastreaza modulul. Ultimul pas din
(9.6) este tocmai cel care schimba modulul de la 1 la 0. Formula descrie rezultatul algebric; traseul
desenat este o vizualizare naturala a operatiilor, nu o informatie suplimentara impusa de egalitate.

9.6 Un sfert de turd: ¢™2 —j=0

Exact aceeasi idee functioneaza pentru

ejﬂ/Q:cosE—FjsinI:j, /2 _j=0.
2 2
De aceasta data,
jiT/2 _j
12 5 2o,

Mai intai rotim cu /2, apoi cobordm o unitate pe axa imaginara.

Im
. Rotatie cu /2
xel™/2

]

2. T_ra’hslatie

Figura 3: O rotatie de un sfert de tura trimite 1 in j. Adunarea vectorului —j trimite apoi j in origine.

Alte identitati citite imediat de pe cerc sunt
D _1=0,  S&M24j=0, "_1=0.

In general,
e — cosh —jsind = 0.

Pornim din 1, rotim cu 0 si apoi translatam cu vectorul opus punctului obtinut. Identitatea cu m
este un caz deosebit de compact, in care apar impreuna e, j, m, 1 si 0.
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10 Sase deduceri trigonometrice prin calcul complex

Metoda este aceeasi de fiecare data: scriem o identitate algebricd pentru exponentiale, folosim
formula lui Euler si comparam partile reala si imaginara. Primele doua exemple dezvolta formulele
de adunare si de injumatatire a unghiului; urmatoarele patru arata alte utilizari frecvente.

Vom folosi si formele inverse ale formulei lui Euler. Din
e’ = cosx + jsinx, e 1 =cosr —jsinz,

prin adunare si scadere obtinem

ej:): —jr ejx _ A—jT
cosxzi, sine = 7?. (10.1)
2 2]

Acestea sunt egalitati Intre numere complexe, ale caror rezultate sunt reale. Nu trebuie confundate
cu egalitatea falsa cosx = el*.

10.1 Exemplul 1: suma si diferenta a doua unghiuri

Legea exponentiala da
SO+ = gl

Dezvoltam ambele parti:

cos(a + b) + jsin(a + b) = (cosa + jsina)(cosb + jsin b)
= cosacosb —sinasinb

+ j(sinacos b + cos asinb).

Egalitatea partilor reale si imaginare produce simultan

‘cos(a +b) = cosacosb — sinasinb, ‘ (10.2)

‘ sin(a + b) = sina cosb + cosasin b. ‘ (10.3)

Inlocuind b cu —b si folosind paritatea cosinusului, respectiv imparitatea sinusului, rezulta

cos(a — b) = cosacosb + sinasinb, (10.4)

sin(a — b) = sina cosb — cos asin b. (10.5)

Un singur produs complex retine, asadar, doua formule reale.

10.2 Exemplul 2: unghiul dublu si unghiul pe jumatate
Pornim de la . .
e¥? = (e9*)2 = (cosx + jsinz)>.

Membrul drept este
cos® x — sin® x + 2jsin x cos x,

deci

2 2

cos 2z = cos” x — sin” z, sin 2z = 2sinx cos x. (10.6)

Pentru unghiul pe jumadatate, egalitatea de pornire este

2
e = (e7/2)2 = <COS§ + jsin g) .
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Observati ca in ultima paranteza apare x/2, nu z. Compararea partilor da

9 T . LT T
sinx = 2sin — cos —.

2 X .
CoST = cos” — — sin” —,
2 2 2 2

Impreuna cu cos?(x/2) + sin?(z/2) = 1, acestea implici

1
COS2§ = %, sin® — = ———. (10.7)

Daca extragem radacini patrate,

T 1+ cosx . x 1—cosx
S gy So= gy
cos2 5 , sm2 5

Semnul se alege dupa cadranul unghiului z/2; nu este intotdeauna pozitiv. De exemplu,
pentru x = —7/2, sinusul unghiului /2 = —7/4 este —/2/2.

Prin impartire obtinem si formula utila

T sinx 1 —cosx
tan — = = -
2 1+ cosx sinx

: (10.8)

ori de céte ori expresiile respective sunt definite. Prima fractie cere 1 4 cosx # 0, iar a doua cere
sinx # 0.

10.3 Exemplul 3: transformarea sumelor in produse
Factorizam suma a doua exponentiale in jurul unghiului mediu:
ol 4 it — gilath)/2 (ej(afb)/Q + efj(afb)/2>

= 2cos aT—b ellatb)/2,

Luand partile reala si imaginara,

—b
cosa + cosb = 2 cos cos 2 5 (10.9)
b —b
sina + sinb = 2sin — — cos — 5 (10.10)
Pentru diferenta procedam la fel:
oIt _ ol — 95 gin 0 gila+b)/2,
Inmultirea cu j schimba cosu + jsinw in — sinu + j cosw. Prin urmare,
o a . a—2>b
cosa — cosb = —2sin sin ——, (10.11)
b -b
sina — sinb = 2 cos ——— sin — (10.12)

Aceste formule sunt utile pentru simplificari si pentru interpretarea sumei unor oscilatii cu frecvente
apropiate.
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10.4 Exemplul 4: transformarea produselor in sume

Folosim (10.1) si dezvoltam:

1 . o .
cosacosb = l(eja + eI (e 4 e7I?)
1

— {ei(a—i-b) + e—j(a-i-b) + ej(a—b) + e—j(a_b):| '
4

Grupéand exponentialele conjugate,

—b b
cosacosb = cos(a —b) _g cos(a +b) . (10.13)
In mod analog,
: : 1 ja —jay(ajb —jb
sinasinb = —Z(e] —e 1) (e” —e™7),
1 . o .
sinacosb = Z(eja ) [
]
Dupa dezvoltare si grupare rezulta
-b) — b
sinasinb = cos(a —b) 5 cos{a + ), (10.14)
i b in(a —b
sinacosb = sinfa +9) —; sinfa — b) . (10.15)
Schimband a cu b in ultima formula obtinem si
cosasinb — sin(a + b) — sin(a — b)'
2
De exemplu,
1 1. .
/cos(2z) cos(3x) dx = 5 /(cos:c + cosbz) dz = 5 sina + 7o St S5z + C.
10.5 Exemplul 5: unghiul triplu si reducerea cuburilor
Din €% = (el*)3, formula binomului d&
(cosz +jsinz)® = cos®  — 3cosxsin® x
+j(3cos® wsinx — sin® z).
Compariam cu cos 3z + jsin 3z si folosim sin? z + cos? z = 1:
cos 3z = 4cos® x — 3cos z, sin 3z = 3sinz — 4sin® z. (10.16)

Rezolvand aceste egalitati in raport cu puterile a treia,

3 3 cosx + cos 3w .3 3sinx — sin 3x
cos’x = ———, sin”z = —— ——

4

Putem astfel transforma puteri ale unor sinusoide in sume de sinusoide, fapt util atat la integrare,
cat si la identificarea armonicilor.
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10.6 Exemplul 6: doua sinusoide devin una singura
Fie A, B € R, nu ambele zero. Dorim sa simplificam
Acosx + Bsinx.
Observatia-cheie este semnul din
Acosx + Bsinz = Re((A — jB)e'™).

Alegem R = A2+ B? > 0 si un unghi ¢ astfel incit A = Rcosp, B = Rsin; echivalent,
¢ € arg(A+jB). Atunci A — jB = Re ¥ si

Acosx + Bsinx = Rcos(z — ¢), R=+A%+ B2, (10.17)
De exemplu,
. 4
3cosz + 4sinz = 5cos(x — ), © = arctan 3 (cadranul I).

Pentru coeficienti de alte semne, unghiul trebuie ales In cadranul corect, nu doar calculat din
arctan(B/A). Daca A = B = 0, expresia este identic zero, iar faza nu este determinata.

Ce am castigat? Nu doar o notatie mai scurta. Operatiile cu exponentiale ofera o metoda
sistematica de a produce identitati, iar un singur calcul furnizeaza adesea atat formula pentru
cosinus, cat si pe cea pentru sinus.

11 Integrale reale rezolvate printr-un singur calcul complex

11.1 Ce inseamna sa integram o functie cu valori complexe?

Variabila de integrare ramane reala. Daca F(x) = f(x) 4+ jg(z), definim integrarea pe un interval
real, componenta cu componenta;:

/abF(JJ)dx = /abf(x)dm +j/abg($)da:.

Prin urmare,

Re/abF(x)dx:/abReF(x)dx, Im/abF(a;)da::/abImF(a:)dx.

La fel, daca G’ = F, atunci (ReG) = Re F si (ImG)’ = Im F. Nu avem nevoie de integrale pe
contururi sau de teoreme de analizd complexa: folosim doar doua integrale reale simultan. Aceasta
metoda este numita si complexificare a calculului [3].

Avem nevoie de regula de derivare pentru e**, cu A = a + j3 constant. Din (9.2),

d : d
(a+jB)e _ azx P
e e [e*(cos Bx + jsin fz)]

e [a(cos fz + jsin fx) + B(—sin Bz + jcos fz)]
— (o +iB)elt

Deci, pentru A # 0,

A
Constanta complexa C' = C] + jCs reprezinta doua constante reale independente.

e)\x
/e”dx: —+C, CeC. (11.1)
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11.2 Exemplul principal: [e”coszdx

Dorim sa calculam
1= /em cosx dzx.
In loc s# lucram doar cu partea reald, adiugam si partea imaginars corespunzatoare:
e® cosz + jesinz = e*(cosz + jsinz) = % = eItz
O primitiva a acestei functii complexe este, prin (11.1),
e(1+j)x

1+j°

G(x) =

Rationalizam numitorul:
1 1—j 1—j

1+ (Q+pa—j 2

Revenim la sinus si cosinus si dezvoltam:

8

G(z) = ¢ (1 —j)(cosz + jsinx)

2
el‘
5 [cosx + sinz + j(sinz — cos x)].

Partea reala este raspunsul cautat:

x
/ex coszdr = eE(cosm +sinz) + Cy. (11.2)

Partea imaginara oferd simultan cealalta integrala:

€T
/exsin:):dx: %(sinw—cosw)—i—(}’g. (11.3)

Aici Cq,Cy € R sunt independente. A doua primitiva a fost obtinuta fara un nou calcul de integrare:
era deja stocata in partea imaginara.

Verificare directa. Derivand partea dreapta din (11.2),

a4
dx

xT

x
€ . € . .
[2(cosx + sin x)] = E(cosx +sinx — sinz + cosz) = e” cos x.

Derivand expresia din (11.3), termenii cu cosinus se anuleaza, iar rezultatul este e* sin .

11.3 De ce este mai simplu decat integrarea prin parti?

Metoda reala obisnuita introduce doua integrale cuplate. Daca notam cu I si K primitivele celor
doua functii, integrarea prin parti conduce, pana la constante, la

I=¢"cosz+ K, K =¢e"sinx — 1.

Trebuie sa aplicam metoda de doua ori si apoi sa rezolvam acest mic sistem. Calculul complex
reuneste sistemul Intr-o singura fmpartire la 1 4+ j. Nu produce o alta solutie; organizeaza mai
eficient aceeasi algebra reala.

Precautie. Nu scriem [e®coszdz = [ e(H)7 4z, Cele doud functii integrate nu sunt egale.
Scrierea corecta este ca o primitiva a primei se obtine ludnd partea reald a unei primitive a celei
de-a doua.
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11.4 Formula generala: crestere sau amortizare si oscilatie

Pentru a, 8 € R, cu o? + 52 > 0, avem
e(a—l—jﬁ)m pRe%s

atif a2t

(ov — jB)(cos Sz + jsin fx).

Dezvoltam produsul si separam componentele:

/eafr cos(fz)dr = (m(a cos fx + Bsin fx) + C1, (11.4)
/eo‘x sin(fz) dxr = agej_‘”ﬁQ(a sin Sz — B cos fz) + Cs. (11.5)

Daca o = 8 = 0, cele doua integrale sunt z + C1, respectiv Co; acest caz nu se obtine prin impartire
la a? + B2

11.5 Un exemplu suplimentar: integrale pe un interval infinit

Fie a > 0 si b € R. Consideram Impreuna integralele

/ e cos(bx) dx, / e “sin(br) dx.
0 0

Ambele sunt absolut convergente, fiind majorate in modul de integrala [;° e~ % dz = 1/a. Pe un
interval finit,
el—atit)T _ q

T .
/ elmatib)z g, — -
0 —a+jb

—ati)T| = ¢=oT — 0, putem trece la limiti:

o 1 a+jb
azjbzd — _ )
/o coe a—jb a®+ b2

Deoarece |e

Rezulta imediat

o0 b
/0 e “sin(br)dx = pONWE (11.6)

a
a+ b2

/ e cos(bx) dx =
0

De exemplu, pentru a = 2, b = 3, raspunsurile sunt 2/13 si 3/13. Conditia a > 0 este esentiala
pentru argumentul de convergenta folosit aici.

12 Oscilatii, ecuatii diferentiale si inginerie electrica
12.1 Un vector care se roteste contine si sinusul, si cosinusul

Pentru A > 0 si w > 0, functia
2(t) = Ael@He)

descrie un punct care se roteste uniform pe cercul de raza A. Proiectiile sale sunt
Re z(t) = Acos(wt + ), Im z(t) = Asin(wt + ¢).

In baza ej, ez din Sectiunea 1.2, acelasi semnal complex este vectorul real

cos(wt + gp)) .

v(t) = Acos(wt + p)er + Asin(wt + @)ez = A (sin(wt + )

23



C. Rusu — Recapitulare numere complexe Procesarea Semnalelor

Sinusul si cosinusul nu sunt doua rotatii diferite: sunt cele doua coordonate ale aceleiasi rotatii.
Pentru A = 1, regasim exact vectorul unitar din (1.2). La w < 0, sensul rotatiei este invers.

Derivarea are o interpretare geometrica foarte simpla:
! .
2'(t) = jwz(t).
Inmultirea cu j roteste vectorul cu 7/2, iar inmultirea cu w ii scaleaza lungimea. Viteza este, deci,

tangenta la cerc, perpendiculara pe raza instantanee.

Mai general, _
Z(t) _ Ae(a-ﬂw)t

are modulul Ae® si unghiul wt. Pentru w # 0 si o < 0 obtinem o spirald spre origine; pentru o > 0,
o spirala care se departeaza de origine. Partea reala este o oscilatie cu amplitudine exponential
variabila.

12.2 O ecuatie diferentiala reala devine o ecuatie algebrica
Sa rezolvam
y'(t) + 2y(t) = cos 3t. (12.1)

Introducem problema complexa .
2 (t) 4 22(t) = ¥

Cautam o solutie particulard z,(t) = Ke*!, unde K € C este constant. Prin inlocuire,

1 23
243 13

(2 + 3j)Ke3jt — e3jt’

Prin urmare,

2cos3t +3sin3t . 2sin3t — 3cos 3t
() = 13 + 13 '

Partea reald rezolva (12.1), iar partea imaginara rezolva y’ + 2y = sin 3¢. Solutia generald a primei
ecuatii este

y(t) = 28 3t1§38m e, CceRr (12.2)

C=-2/13.
Metoda functioneaza deoarece operatorul L{y] = ¢’ 4 2y are coeficienti reali si este liniar:
L[Rez] = Re L[#], L[Imz] = Im L[z].
Acelasi principiu se aplica altor operatori diferentiali liniari cu coeficienti reali. Nu trebuie extins

fara verificare la ecuatii neliniare: in general, Re(2?) # (Re 2)2.

12.3 Fazorul: amplitudinea si faza intr-un singur numar
La o frecventa fixata w, semnalul real
u(t) = Acos(wt + )

poate fi scris o R .
u(t) = Re(Ue™"), U = Ae*.

Numarul complex constant U se numeste fazor: pastreaza amplitudinea si faza, in timp ce frecventa
este tinuta implicit fixa. Aici A este amplitudinea de varf, nu valoarea eficace. Reprezentarea
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fazoriala si calculul impedantelor sunt standard pentru regimul permanent sinusoidal al circuitelor
liniare [4].

Regula de derivare se reduce la o inmultire:

d

et _ s TTAjwt
dtu(t) Re(jwUe™").

Deci derivarea corespunde inmultirii fazorului cu jw. Integrarea componentei sinusoidale corespunde
fmpartirii cu jw, pentru w # 0; o constanta de integrare se trateaza separat.

12.4 De la rezistenta la impedanta

Notam cu u(t) tensiunea si cu i(¢) curentul. Pentru elemente ideale, relatiile temporale si consecintele
lor fazoriale sunt

Element Relatia in timp Relatia intre fazori
Rezistor u= Ri U=RI
di PN -~
Bobini u= 4% U = jwLl
u ~ ~
Condensator i = T I =jwCU

Definind impedanta prin U=2I , obtinem

1 J

R ) L = Jwi, e} jwC oC

(12.3)

Aceste formule folosesc conventia temporald e/“! si w > 0. Un semn imaginar nu inseamni o
Ltensiune imaginara” masurata cu voltmetrul: codifica defazajul dintre doua semnale reale. De
exemplu, la bobina ideald, tensiunea este in avans cu /2 fata de curent, deoarece fazorul tensiunii
contine factorul j.

Exemplu 12.1 (Circuit serie cu rezistor si bobind). Presupunem R = 3Q, wL = 4Q si u(t) =
10 cos(wt) V. Atunci

10 6 8.
— =—-—-jA.
314 5 5
Modulul este 2 A, iar un argument este —¢, unde ¢ = arctan(4/3). Curentul in regim permanent
este

Z=344Q, I

i(t) = 2cos(wt — p) A.
Curentul ramane in urma fata de tensiune. Calculul unei amplitudini si al unui defazaj s-a redus la

o Impartire complexa.

Acest calcul descrie regimul permanent sinusoidal. Solutia completa dupa conectarea unei surse
poate contine si termeni tranzitorii, determinati de conditiile initiale, exact ca n exemplul cu
ecuatia (12.1).
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13 De ce numere complexe in mecanica cuantica?

13.1 Mai intéi, distinctia care conteaza

La integrale si la circuite am pornit de la o problema reald, am rezolvat una complexa auxiliara
si am extras partea reald. In formularea standard a mecanicii cuantice, functia de unds este ea
insasi o amplitudine complexa; nu se Inlocuieste, In general, cu partea ei reald. Ecuatia de evolutie
contine explicit unitatea imaginara [5, 7].

Sinusul si cosinusul au multe utilizari si pot fi solutii ale unor ecuatii reale. Ceea ce poate esua este
folosirea lor, separat, drept solutii ale aceleiasi ecuatii cuantice de ordinul intai. Exemplul urmator
arata exact de ce.

13.2 Un singur nivel de energie: o ecuatie complet explicita

Pentru un sistem cu operator al energiei H independent de timp, ecuatia Schrodinger este

oy

jhop =HY,  h= LY (13.1)

2m

Am 1nlocuit notatia fizicd obisnuita i cu j, fird a schimba ecuatia. Fie ¢ un mod propriu nenul,
cu energie reald F, adica Hp = Ep. Cautam o solutie de forma v (z,t) = ¢(x)c(t). Inlocuirea in
(13.1) reduce problema la

jhc (t) = Ec(t), c(0) = 1. (13.2)

Aceasta este evolutia temporald a unui mod de energie bine determinata [6]. Notam w = E/h si
obtinem

c(t) = e = cos(wt) — jsin(wt). (13.3)

Intr-adevar, ¢ = —jwe, iar jic’ = hwe = Ec si ¢(0) = 1.

13.3 De ce nu functioneaza doar cosinusul sau doar sinusul?

Presupunem acum F # 0, deci w # 0. Daci c(t) ar fi reald pentru orice ¢, atunci jhc (t) ar fi pur
imaginar, in timp ce Ec(t) ar fi real. Egalitatea celor doua ar impune simultan

d(t) =0, Ec(t) = 0.

Deoarece E # 0, singura solutie reald a ecuatiei ar fi ¢ = 0, incompatibila cu ¢(0) = 1.

Putem verifica si direct. Pentru ¢(t) = coswt,
jhc (t) = —jE sin wt, Ec(t) = E coswt.

La t = 0 obtinem 0 in stdnga si £ in dreapta, deci ecuatia nu este satisfacuta. Pentru c(t) = sin wt,
la t = 0 obtinem jE in stanga si 0 in dreapta: nici aceasta nu este solutie. Combinatia (13.3) le
cupleaza exact In proportia si cu semnul necesar.

In schimb, ambele functii sunt solutii ale ecuatiei reale
v+ w2y = 0.

Aceasta este o altd ecuatie. Ecuatia cuantica de ordinul intai implica ecuatia de ordinul doi,
dar reciproca nu este adevarata fara conditia suplimentara asupra derivatei. In exemplul nostru,
d(0) = —jw este fixata de ecuatia de ordinul intai.
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13.4 Doua componente reale exista, dar sunt cuplate
Scriem ¢ = u + jv, cu u,v reale. Atunci
jh(u + ) = B(u + jv)

devine, prin separarea partilor reala si imaginara,

u' = wo, v = —wu, u(0) =1, v(0)=0. (13.4)

Solutia este u = coswt, v = —sinwt. Fiecare componenta o determind pe cealaltd prin derivare:
nu sunt doua probleme de evolutie independente.

Aceasta este exact ideea C ~ R? din Sectiunea 1. Putem rescrie calculul cu dou# coordonate reale,
dar trebuie sa pastram intreaga structura de cuplaj:

i (o) = (29)0)

a( 2 —|—v2) = 2uwv — 2vwu = 0.

Astfel, |c(t)|? = u? + v? = 1: amplitudinea se roteste fard si-si schimbe modulul. Rotatia este in
planul amplitudinii, nu o afirmatie ca particula se deplaseaza pe un cerc In spatiul fizic.

Din (13.4) rezulta imediat

Pentru o functie de unda intreaga v = u + jv, daca H trimite functiile reale in functii reale, aceeasi

separare da

ou ov
hE—H’U, ha——HU

De exemplu, aceastd ipoteza este indeplinita pentru H = —h202/(2m) + V(z) cu potential real V.
Din nou: o ecuatie complexa este echivalenta cu un sistem de doua ecuatii reale, nu cu pastrarea
arbitrara a unei singure componente.

13.5 Ce nu trebuie sa concluzionam din acest exemplu
Daci E = 0, ecuatia (13.2) permite c(t) = 1, reald. In plus, o parte spatiald o(x) poate fi reala,
chiar daca factorul temporal este complex.

Faza unui singur mod se poate elimina prin schimbarea originii energiei. Dar o singura astfel de
alegere nu elimina toate fazele relative intre niveluri cu energii diferite. Exemplul demonstreaza
de ce proiectia pe partea reala nu pastreaza in general ecuatia datd; nu demonstreaza ca ar fi
imposibila orice reformulare a mecanicii cuantice in variabile reale. Chiar (13.4) este o reformulare
reala explicita a problemei noastre.

13.6 De la amplitudine complexa la probabilitate reala

In reprezentarea pozitiei, pentru o functie de unda normalizata,

p($,t) = |¢(£L’,t)|2 = ¢(x7t)w(x7t)

este densitatea de probabilitate. Probabilitatea de a gasi particula intr-un interval [a,b] este
/ ; p(z,t)dz, iar integrala pe intregul spatiu este 1. Intr-o baza discreta, probabilitatile sunt
modulele la patrat ale amplitudinilor corespunzatoare [8, 7).

O faza globala nu schimba aceste probabilitati, deoarece
el = [yl
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In schimb, diferentele de fazd dintre contributii pot schimba probabilitatea unui rezultat. Pentru
alternative indistinctibile care conduc la acelasi rezultat, se aduna amplitudinile inainte de a lua
modulul la patrat [8].

Un model normalizat cu doua rezultate are amplitudinile

1+l 1—¢f
A4(0) = —5—, :
Calculam

4,0 = 51+ ) (1 +e7)

_2+2cosd 50
B 4 B 2’

iar analog |A_(0)|> = sin?(4/2). Suma este 1.
Pentru 6 = 0, prima probabilitate este 1; pentru § = 7, este 0. In al doilea caz,

0.
2

Ay (m)

Identitatea lui Euler descrie aici o anulare de amplitudini: dou& contributii egale in modul si
opuse in faza se anuleaza. Probabilitatile individuale, fiind nenegative, nu ar putea codifica singure
aceastd anulare. Acesta este un motiv concret pentru a pastra faza, nu doar modulul amplitudinii.

14 Electromagnetismul si cercul fazelor: grupul U(1)

14.1 Ce inseamna, mai precis, ca electromagnetismul este o teorie cu simetrie

U(1)?

Formularea precisa este: electromagnetismul este o teorie de etalonare, numita si teorie
gauge, cu grupul U(1). Transformarile de etalonare schimba reprezentarea matematica a aceluiasi
sistem, nu campurile fizice masurabile. Cercul care apare aici este cercul fazelor compleze, nu o
traiectorie obligatoriu circulara a particulelor si nici o conditie ca lungimea cAmpului electric sa fie
1[9].

Notatia U(1) inseamna grupul matricelor unitare de dimensiune 1 x 1. O asemenea matrice are un
singur element complex u; conditia de unitaritate se reduce la

gl

u=1 <= J|ul=1.

Prin formula lui Euler,

UQ)={ueC:|u=1} ={e?: 0 € R} = {cosh +jsinf : § € R}. (14.1)

Asadar, U (1) este cercul unitate impreund cu inmultirea complexd. Elementul neutru este 1, inversul
lui € este e 3¢, jar compunerea inseamna adunarea unghiurilor:

eIl — oilatB)
Unghiurile 0 si 6 + 27k descriu acelasi element. Inmultirea este comutativi, de aceea grupul se

numeste abelian. Cifra 1 din U(1) se refera la dimensiunea complexd a matricelor, nu la o singura
axa reala: regasim distinctia din Sectiunea 1.2.
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14.2 Calculul cel mai simplu: de ce apare tocmai un cerc?

Consideram o amplitudine complexa 1 si iInmultirea ei cu un scalar u = a 4 jb. Cerem ca pentru
orice amplitudine sa se pastreze modulul la patrat, folosit In calculul probabilitatilor. Atunci

lug|> = [1p|*  pentru orice v = |ul*=1 <= d>+b>=1.

Ultima egalitate este chiar ecuatia cercului unitate. Prin urmare, factorii scalari complecsi
care pastreaza modulul sunt exact rotatiile de faza u = /. Restrictia la inmultirea cu un scalar
complex este importantd; nu clasificim aici toate transformaérile posibile ale unui sistem cuantic.

Daca ¢ = ¥R + ji1, Inmultirea cu acest factor se scrie in coordonate reale

YR\ [cos® —sinf\ (yYr
(Jf{) N <sin9 cos ) <¢I> ' (14.2)

Pentru ¢ = 1, vectorul rezultat este exact (cos@)e; + (sinf)es din (1.2). Pentru o amplitudine
oarecare, se schimba unghiul, nu lungimea. Factorul u este pe cercul unitate; functia de unda v nu
este obligata sa aiba modulul 1 in fiecare punct.

Acest calcul explica grupul fazelor. El nu deduce, singur, electromagnetismul din geometria
unui cerc. Legatura suplimentara este felul in care fazele dependente de pozitie si timp se combina
cu potentialele electromagnetice.

14.3 De la o faza constanta la o faza locala

Fie ¢(r,t) functia de unda a unei particule incarcate, unde r = (z,y, z) este pozitia. O schimbare
globald foloseste acelasi unghi constant peste tot: 1)’ = 1), O schimbare locald permite cite un
unghi In fiecare punct si moment:

¢ (r,t) =Dy t),  O(r,t) € R. (14.3)
In fiecare punct, multiplicatorul apartine aceluiasi U(1). Geometric, ne putem imagina ca alegem

local alta origine pentru masurarea unghiurilor in planul amplitudinii.

In continuare, modulul la patrat raméne neschimbat. Dar derivata obisnuita observa variatia
unghiului. De exemplu, regula produsului da

0:t' = & (059 +J(0:0)). (14.4)

Termenul suplimentar dispare pentru o faza constantd, dar nu in general. De aceea, schimbarea
locala a lui ¢ fara o schimbare corespunzatoare a potentialelor nu pastreaza aceeasi ecuatie de
miscare. Acesta este pasul care leaga faza de electromagnetism [10].

14.4 Potentialele compenseaza variatia fazei

Folosim unitatile SI. Notam cu ¢ # 0 sarcina particulei, cu m > 0 masa, cu A(r,t) potentialul
vector si cu ¢(r,t) potentialul scalar. Potentialele sunt reale. Presupunem toate functiile suficient
de netede pentru derivatele folosite. Introducem o functie reala x(r,t) si scriem 6 = gx/h, astfel
Incat exponentul sa fie adimensional. Transformarea de etalonare este

Y =My A=A+ VX, ¢ =¢— 0 (14.5)

Aici V = (0, 0y,0,) este operatorul gradient. Aceste semne corespund conventiei de cuplaj
electromagnetic folosite mai jos [10].

29



C. Rusu — Recapitulare numere complexe Procesarea Semnalelor

Inlocuim derivata spatiala prin operatorul
__ Jq
Dav = Vo —Hay
numit derivatd covariantd. Denumirea se explicd printr-un calcul. Pundnd u = /2" avem
’r jaq
D = V(uth) — 5 (A + VxJuy

= |[Ve+ 2 (@x)p - Way - W (vyy
=uDa.

Cei doi termeni cu Vy se anuleaza exact. Derivata corectata se roteste cu acelasi factor ca
amplitudinea. In acest sens, potentialul permite compararea fazelor din puncte vecine.

Pentru derivata temporala, alegerea corespunzatoare este

Dyt = o+ g,

Verificarea are aceeasi structura:

Det! = u |0t -+ M (0000 + (0 - 0]
=Uu -Dt,qﬂz)-

Pentru o particula nerelativista fara spin, ecuatia Schréodinger cu cuplaj electromagnetic minimal
este

. 1 .
jhon = | 5-(~ihV ~ aA) + 4o v. (14.6)
Patratul operatorului inseamna suma compunerilor celor trei componente spatiale, inclusiv derivarea

potentialelor atunci cand acestea variaza. Ecuatia se poate scrie si

. n
JhDy o = ~ o > DaDa -
mi

Din calculele precedente, ambii membri se Inmultesc cu acelasi u sub (14.5). Prin urmare, v’
satisface ecuatia cu A’, ¢ exact cand 1) o satisface cu A, ¢. Nu presupunem potentialele constante
si nu eliminam termenii cu derivatele lor.

14.5 Verificarea fizica: aceleasi cAmpuri electric si magnetic

Potentialele determina caAmpurile prin
B=VxA, E=-V¢—-0A,
unde V x este operatorul rotor. Pentru cimpul magnetic transformat,

B' =V x (A+Vy)
=VxA+VxVy=B.

0

Pentru campul electric,
E' = —V(¢ - dix) — (A + V)
=-V¢—-0A+Vox—-—0:Vx=E
—_————
0

30



C. Rusu — Recapitulare numere complexe Procesarea Semnalelor

Anularile folosesc egalitatea derivatelor mixte. Am schimbat faza si potentialele, dar nu cAmpurile
fizice. Aceasta este o redundanta utila a descrierii, nu o modificare a experimentului [9)].

Simetria de etalonare nu este acelasi lucru cu rotatia temporala a unui fazor dintr-un circuit. Cele
doua folosesc aceeasi algebra complexa, dar au interpretari fizice diferite. De asemenea, simetria
U(1) nu stabileste singura toate ecuatiile dinamicii; aici am folosit explicit modelul Schrédinger cu
cuplaj minimal, nu am dedus Intreaga teorie Maxwell.

14.6 Un exemplu explicit: faza se roteste, dar cAmpurile raméan nule

Pornim in R3 de la A =0, ¢ = 0 si de la o functie de unda (r,t). Alegem > 0, cu unitatea de
masura inversul lungimii, si

hk
x(r,t) = —u.
Tt ==

Atunci

R e ) B

Vectorul A’ este constant; prin urmare, E' = B’ = 0, desi A’ # 0. Pentru componenta pe axa x a
operatorului de impuls, calculul este

(_Jﬁaa: - qAQ;)W = _Jhax(ejmsw) - hﬁejmcw
= " [hky) — jhOpt) — )]
= e"*(—jh,).
Variatia fazei a introdus +hk, iar potentialul a introdus exact opusul lui. Fara transformarea lui
A, anularea nu ar exista.
Factorul de faza viziteaza succesiv punctele

x ‘O ©/(25) w/k 2m/k
L -1 1

Cercul apare in spatiul valorilor factorului complex, in timp ce = este o coordonata spatiala obisnuita.
Nimic nu obligd particula si se miste circular. Daca 1) este o solutie libera, ¢’ este aceeasi stare
fizica descrisa cu potentialele transformate.

14.7 O faza care are un efect observabil: interferenta magnetica

Fazele arbitrare de etalonare nu sunt observabile, dar anumite diferente de faza sunt. Un exemplu
este efectul Aharonov—Bohm: doud cai coerente ale unei particule Incarcate pot Inconjura un flux
magnetic, chiar dacd B = 0 de-a lungul ambelor cii. In configuratia magnetica staticd, contributia
fluxului la diferenta de faza este [11]

i
5B:9fA-dezq—B, <I>B=/B-nd5, (14.7)
hJr h S

unde I' merge pe prima cale si revine pe a doua, iar S este suprafata orientata delimitata de I
A doua egalitate este teorema lui Stokes, pentru potentiale netede pe suprafata aleasa. Factorul
corespunzator este, din nou,

9B = 1®8/M ¢ (1),

Pentru o functie x neteda si univoca, transformarea A — A + Vx nu il schimba, deoarece
7{ Vy - de = 0.
r
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Deci acest factor nu depinde de conventia locala de fazi. In modelul echilibrat cu doud rezultate
din Sectiunea 13, cu celelalte diferente de faza reglate la zero, probabilitatile devin

B 2 qPB ) q®p
P, =cos (2h ), P_ =sin <2h )

O variatie a fluxului roteste un factor pe cercul unitate, iar interferenta transforma acea rotatie
intr-o variatie a probabilitatilor reale. Nu orice potential cu cAmp nul de-a lungul ciilor se poate
elimina global: conturul inchis poate inconjura regiunea cu flux nenul.

Legatura cu restul cursului. Acelasi obiect cos @ + jsin 6 este un vector unitar in plan, un factor
de faza pentru un semnal si un element al grupului U(1). In fiecare caz, formula lui Euler descrie
aceeasi geometrie; ceea ce difera este semnificatia fizica a vectorului si a unghiului.

15 Cateva rezultate surprinzatoare si utile

15.1 Toate radacinile unui numar: un poligon regulat
Fie w = rel® # 0 si n > 1 intreg. Pentru a rezolva 2" = w, scriem z = pel?. Egalitatea cere
ot =, np=0+2kn, keZ.

Prin urmare, cele n radacini distincte sunt

2 = rl/nel(O+2km)/n k=0,1,...,n—1. (15.1)

Aici 71/7 este ridicina reald pozitivil a lui 7. Unghiurile consecutive difers prin 27 /n: pentrun >3
obtinem varfurile unui poligon regulat pe cercul de raza /7 Pentru w = 0, singura solutie este
z = 0, cu multiplicitate n.

De exemplu, ecuatia z? = j are solutiile

1+j . 1+
— g ==
V2 o V2

Nu trebuie inventat un nou tip de numar pentru ,radacina lui j”: rezultatul este tot un numar
complex obisnuit.

z =™/t =

15.2 Radacinile unitatii se anuleaza si separa frecvente

Fie n > 2 si ¢ = €™/, Atunci ¢" = 1, dar ¢ # 1. Formula sumei geometrice da

1-¢
1-¢

Geometric, vectorii spre varfurile poligonului regulat se echilibreaza exact: suma lor este originea.

1+C+C+ (= 0. (15.2)

Mai general, pentru orice intreg m,

—1 ..
"z: ik _ | M d1v1d'e .m, (15.3)
=0 0, n nu divide m.

Daca n divide m, fiecare termen este 1. In caz contrar, ratia ¢ = e2mm/n satisface q # 1 siq" =1,
deci suma este zero, exact ca in (15.2).
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Aceasta identitate explica algebra din spatele transformatei Fourier discrete. Pentru date
0, ..., Tp—1 € C, definim

n—1
Xm:Zxke_%jmk/", m=0,...,n— 1
k=0
Formula inversa este )
1 n_ 2 3
zo==S Xe2mmn g —0 ... n—1 15.4
T mz::o " (154

Pentru verificare, Inlocuim definitia lui X,, si schimbam ordinea sumelor finite:
1 n—1 -y n—1 1 n—1 im y
- X e27qm€ n __ T | = e27er {—k)/n )
o 2 X Dok |
m=0 k=0 m=0

Paranteza este 1 cdnd k = £ i 0 in rest, prin (15.3). Raméne exact xy. Astfel, anularea vectorilor pe
cerc permite izolarea componentelor unei sume. Pentru date reale, coeficientii satisfac X,,_,,, = X,
pentru 1 < m < n — 1, fapt care rezulta prin conjugarea sumei si periodicitatea exponentialei.

15.3 Exponentiala ca limita a unor rotatii foarte mici

Pentru orice 6 € R,

) NN
lim (1 + N> =, (15.5)

N—oo

Putem vedea geometric de ce. Fiecare factor are modulul y/1 + 2 /N? si un argument arctan(6/N),
deoarece partea sa reala este 1 > 0. Prin urmare, produsul are modulul

02 N/2
(1 N N)

si un argument N arctan(6/N). Pentru modul folosim 0 < log(1 + s) < s pentru s > 0:

0§log<1—|—

Deci modulul tinde la 1. Pentru unghi,
N arctan(6/N) — 6,
din limita arctant/t — 1 la t — 0; cazul § = 0 este imediat. Prin continuitatea sinusului si

cosinusului obtinem (15.5).

Interpretarea este frumoasa: la fiecare pas adaugam o deplasare mica perpendiculara pe vectorul
curent,

0
Zk+1 = 2k + szk, zo = 1.

Pentru N finit exista si o mica dilatare. La limita, dilatarea totala dispare si raméne rotatia pura
cu unghiul 6.
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15.4 Logaritmul complex si surpriza j’

Exponentiala complexa este periodica in directia imaginara:
T — o7 k e Z.

De aceea, inversarea ei nu poate da o singura valoare fira o conventie suplimentara. Pentru z # 0,
toate solutiile ecuatiei e = z sunt

w = In|z| + j(Arg z + 2km), ke Z. (15.6)
Intr-adevir, daci w = a + jb, atunci |e®| = e® = |z| impune a = In|z|, iar unghiul b trebuie s fie
un argument al lui z.
Putem selecta valoarea Log z = In |z| + j Arg z, cu conventia noastra Argz € [0,2m). Selectia unei
valori nu elimina Insa periodicitatea. De exemplu,

Log((—1)(—1)) = Log1 =0, Log(—1) + Log(—1) = 27j.

Asadar, legea reala log(zw) = log z +1og w nu se transfera automat, ca egalitate exactd, unei selectii
de logaritmi complecsi.

Pentru puteri complexe folosim 2% = e®¢, unde £ este o valoare aleas a logaritmului lui z. Deoarece
logaritmii Iui j sunt j(m/2 + 2km), valorile corespunzitoare lui jJ sunt

ejj(7r/2+2k7r) _ e—7r/2—2k:7r’ keZ. (15'7)

Toate aceste valori sunt reale si strict pozitive. Pentru alegerea ¢ = jmw/2, valoarea este
e™ ™2 ~ 0,20788. Nu este corect si declarim o valoare unici fird a preciza conventia de logaritm
folosita.

15.5 De ce nu putem ordona numerele complexe ca pe cele reale?

Pe R exista o ordine compatibila cu adunarea si inmultirea: de exemplu, patratul oricarui numar
real este nenegativ. O asemenea ordine nu poate exista pe intregul corp C.

Intr-un corp ordonat, orice pitrat al unui element nenul este strict pozitiv: fie elementul, fie opusul
sau este pozitiv, iar patratul este acelasi. AplicAnd aceasta lui 1, obtinem 1 > 0, deci —1 < 0.
Aplicand-o lui j, am obtine ins# j> = —1 > 0, contradictie.

Putem compara module, parti reale sau putem impune o ordine arbitrara asupra perechilor. Ceea
ce nu putem obtine este o ordine totala cu toate proprietatile algebrice ale ordinii reale.

Ideea unificatoare. Un numéar complex poate fi privit simultan ca o pereche de coordonate, ca
un vector, ca o rotatie Tnsotita de o scalare si ca o amplitudine cu faza. Forma a + jb face vizibile
componentele; forma rel? face vizibile modulul si unghiul. Formula lui Euler nu alege intre algebri,
geometrie si trigonometrie: arata ca acestea descriu aceeasi structura. Puterea metodei consta in a
schimba reprezentarea fara a pierde informatie.
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Referinte si lecturi suplimentare

[1]

Massachusetts Institute of Technology, cursul 6.310, Sisteme oscilante si forme polare, material
pregatitor de laborator, 2026. Sectiunea introductiva explica utilizarea lui j in ingineria electrica.
Materialul original, disponibil online.

Massachusetts Institute of Technology, cursul 18.013A, Notatii si reprezentarea geometrica a
unui numdr complex, sectiunea 18.1. Discuta reprezentarea prin vectori si inmultirea complexa.
Materialul original, disponibil online.

Jeremy Orloff, MIT OpenCourseWare, ES.1803, Numere complexe si exponentiale, tema 4,
2024. Sectiunile 4.6-4.7 discuta definitia trigonometrica, verificarea proprietatilor si calculul
integralelor prin complexificare. Notele originale, in format PDF.

Manos Chaniotakis si David Cory, MIT OpenCourseWare, 6.071/22.071, Raspunsul in regim
permanent sinusoidal: reprezentarea in frecventd si impedanta, 2006. Note despre fazori si
relatiile dintre tensiune si curent pentru componente ideale. Notele originale, in format PDF.

Barton Zwiebach, MIT OpenCourseWare, 8.04, Rolul numerelor complexe in mecanica cuanticd,
lectie video si transcriere, 2016. Discutia introductiva este detaliata aici prin exemplul scalar
si prin precizarea cazurilor in care sunt posibile solutii reale. Lectia originala si transcrierea.

Richard P. Feynman, Robert B. Leighton si Matthew Sands, Prelegerile Feynman de fizicd,
volumul III, capitolul 8, Matricea hamiltoniand. Evolutia amplitudinilor si a starilor cu energie
determinata. Editia online oficiald, Caltech.

Richard P. Feynman, Robert B. Leighton si Matthew Sands, Prelegerile Feynman de fizica,
volumul III, capitolul 16, Dependenta amplitudinilor de pozitie, in special sectiunile 16.1 si 16.5
despre functia de unda si ecuatia Schrodinger. Editia online oficiala, Caltech.

Richard P. Feynman, Robert B. Leighton si Matthew Sands, Prelegerile Feynman de fizicd, volu-
mul ITI, capitolul 3, Amplitudini de probabilitate. Explica regulile de combinare a amplitudinilor
si rolul interferentei. Editia online oficiala, Caltech.

David Tong, Universitatea din Cambridge, Teoria campurilor de etalonare (Gauge Theory),
introducerea si capitolul 1, in special sectiunile 1.1.1-1.1.2. Discuta redundanta de etalonare,
grupul U(1) si transformarea fazei unui cAmp incarcat. Notele autorului, in format PDF.

Massachusetts Institute of Technology, MIT OpenCourseWare, cursul 8.321, Teoria cuanticd I,
seminarul 5, 27 octombrie 2017, sectiunea 5.1: Cdmpurile de etalonare ca conezriuni. Prezinta
trecerea de la faze globale la faze locale, derivatele covariante si transformarile potentialelor
electromagnetice. Notele originale, in format PDF.

Richard P. Feynman, Robert B. Leighton si Matthew Sands, Prelegerile Feynman de fizica,
volumul I, capitolul 15, Potentialul vector, in special sectiunea 15.5. Explica legatura dintre
potential, flux magnetic si diferenta de faza intr-un experiment de interferenta cu particule
incarcate. Editia online oficiala, Caltech.
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